Architectures matérielles – Opérateurs logiques

Logique combinatoire
Cours/TD
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TP de découverte des portes logiques
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Chapitre : Architectures matérielles
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1. Historique
Les circuits intégrés des ordinateurs (processeur, chipset, etc.) sont constitués de portes logiques, réalisées avec des transistors. Elles permettent de combiner des signaux binaires.

	L'algèbre de Boole, ou calcul booléen est la partie des mathématiques qui s'intéresse aux opérations et aux fonctions sur les variables logiques.

Elle fut lancée en 1854 par le mathématicien britannique George Boole. 
	[image: ]

	[image: ]
	Avec les travaux d'Alan Turing de 1936*, cela constitue les fondements de ce qui deviendra l'informatique.

*Machine de Turing (1936) : modèle abstrait du fonctionnement des appareils mécaniques de calcul, tel un ordinateur en vue de donner une définition précise au concept d’algorithme. 

	En 1938, l'Américain Claude Shannon prouve que des circuits électriques peuvent résoudre tous les problèmes que l'algèbre de Boole peut résoudre. 

En effet, lors de la soutenance de sa maîtrise, il explique comment construire des machines à relais (ancêtre du transistor) en utilisant l'algèbre de Boole pour décrire l'état des relais (1 : fermé, 0 : ouvert)
	[image: ]

	[image: ]
	L'algèbre de Boole fut utilisée la première fois pour les circuits de commutation téléphoniques.

	Aujourd'hui, l'algèbre de Boole trouve de nombreuses applications en informatique et dans la conception des circuits électroniques.
	[image: ]





2 – Les opérateurs logiques fondamentaux
[bookmark: _Hlk51477975]Les opérations fondamentales de l'algèbre de Boole ne sont pas l'addition et la multiplication des entiers, mais :
	[image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	- la conjonction, notée &, ∧, ou . est lue "ET",
- la disjonction, notée |, ∨ ou + est lue "OU",
- la négation, notée ~,   ou  est lue "NON"




3 – Les portes logiques 
Dans cette synthèse, les équations de la sortie sont écrites avec les opérateurs ET, OU et NON sous la forme ".", "+" et "_"

	Nom
	Symbole américain
	Table de vérité
	Équation de la sortie

	ET (AND)
	[image: ]
	a
	b
	s
	s = _________


	
	
	0
	0
	
	

	
	
	0
	1
	
	

	
	
	1
	0
	
	

	
	
	1
	1
	
	

	
OU (OR)
	[image: ]
	a
	b
	s
	s = _________

	
	
	0
	0
	
	

	
	
	0
	1
	
	

	
	
	1
	0
	
	

	
	
	1
	1
	
	

	NON (NOT)
	[image: ]
	e
	s
	s = _________

	
	
	0
	
	

	
	
	1
	
	



	[image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	Toutes les opérations booléennes peuvent s'écrire en n'utilisant que les trois opérateurs ET, OU et NON. En pratique on utilise aussi d'autres fonctions dites composées.



	Nom
	Symbole américain
	Table de vérité
	Équation de la sortie

	NON ET (NAND)
	[image: ]
	a
	b
	s
	s = _________

	
	
	0
	0
	
	

	
	
	0
	1
	
	

	
	
	1
	0
	
	

	
	
	1
	1
	
	

	NON OU (NOR)
	[image: ]
	a
	b
	s
	s = _________

	
	
	0
	0
	
	

	
	
	0
	1
	
	

	
	
	1
	0
	
	

	
	
	1
	1
	
	

	
OU-EXCLUSIF (XOR)
	[image: ]
	a
	b
	s
	s = _________

	
	
	0
	0
	
	

	
	
	0
	1
	
	

	
	
	1
	0
	
	

	
	
	1
	1
	
	

	NON OU-EXCLUSIF (XNOR)
	[image: ]
	a
	b
	s
	s = _________

	
	
	0
	0
	
	

	
	
	0
	1
	
	

	
	
	1
	0
	
	

	
	
	1
	1
	
	



	[image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	Les opérateurs ET, OU, NON, OU EXCLUSIF sont réalisable avec des opérateurs NON-ET ou NON-OU. Ce sont les opérateurs logiques universels.






	[image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	On réalise des fonctions logiques  en reliant des portes. 


Exemple : s = f(A,B,C,D)
[image: ]
	[image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	La connaissance du logigramme de la fonction permet d’établir son équation (et de compléter sa table de vérité). 




Exercice 1
Objectifs : connaissant son logigramme, établir l’équation et compléter la table de vérité d’une fonction logique.
[image: ]
a) Établissez l’équation de la sortie s (s=f(a,b,c,d)) à partir du logigramme.
_______________________________________________________________________________________

b) Complétez la table de vérité ci-dessous à l’aide de l’équation de s.
a
b
c
d
s
0
0
0
0

0
0
0
1

0
0
1
0

0
0
1
1

0
1
0
0

0
1
0
1

0
1
1
0

0
1
1
1

1
0
0
0

1
0
0
1

1
0
1
0

1
0
1
1

1
1
0
0

1
1
0
1

1
1
1
0

1
1
1
1







4 – Logique combinatoire et UAL

	[bookmark: _Hlk120519902][image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	Les portes logiques sont utilisées pour réaliser les opérations disponibles dans l'unité arithmétique et logique (ALU) de la machine de von Neumann.



4.1 Architecture de von Neumann (rappel)
Le processeur se compose de l'unité de contrôle, des registres (Accumulateur, etc.) et de l'unité arithmétique et logique. Il se charge des calculs mathématiques et des transferts de données. 

	Architecture de von Neumann
	Le processeur ou unité centrale de traitement (CPU)

	[image: ]
Processeur

	[image: ]



4.2 Addition en binaire
En binaire l'opération d'addition de deux bits répond à
0 + 0 = 0[image: ]

0 + 1 = 1
1 + 0 = 1
1 + 1 = 0 et retenue 1

Exemple : si l'U.A.L (ALU) ci-contre ajoute A = 010111002 = 9210 à B = 01101101 = 10910
   alors le résultat sur la sortie S est S = 20110 = 110010012

[image: ]

Les exercices suivants abordent la réalisation d’un additionneur binaire avec des opérateurs logiques.

Exercice 2 – Réalisation d’un ½ additionneur
Un additionneur très simplifié est décrit par les tables de vérité ci-dessous. Complétez-les. À quels opérateurs correspondent-elles ? Dessinez le logigramme correspondant. Remarque : S est le résultat de l'opération a + b (somme) et R est la retenue (report).

										Logigramme du ½ additionneur
	a
	b
	S
	
	a
	b
	R

	0
	0
	
	
	0
	0
	

	0
	1
	
	
	0
	1
	

	1
	0
	
	
	1
	0
	

	1
	1
	
	
	1
	1
	


[bookmark: _Hlk35338001]
		S = __________			R = __________

	[image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	Ce ½ additionneur n'est pas utilisable, car il ne prend pas en compte la retenue de l'opération réalisée sur le bit du rang inférieur. 





[bookmark: _Hlk120446386]Exercice 3 - On propose le logigramme ci-dessous.[image: ]

	A
	B
	Cin
	Cout
	S
	(Cout S)10

	0
	0
	0
	
	
	

	0
	0
	1
	
	
	

	0
	1
	0
	
	
	

	0
	1
	1
	
	
	

	1
	0
	0
	
	
	

	1
	0
	1
	
	
	

	1
	1
	0
	
	
	

	1
	1
	1
	
	
	



a) Établissez les équations de Cout et S. Remarque : (a  b)  c = a  b  c				https://bit.ly/3TzHiSu 
_______________________________________________________________________________________________
_______________________________________________________________________________________________

b) Montrez que ce logigramme correspond à celui d’un additionneur 1 bit complet (1-bit Full Adder)
_______________________________________________________________________________________________
_______________________________________________________________________________________________
   a3a2a1a0
+ b3b2b1b0
= rs3s2s1s0

c) [bookmark: _Hlk154048405][bookmark: _Hlk120544136]Complétez le logigramme ci-dessous pour qu’il réalise un additionneur 4bits.
A        B

Co ut  Cin

S
  a0            b0
0


5 - Opérations logiques en Python[image: ]

L’état des booléens (Vrai et Faux) se note True et False, mais aussi 0 et 1.
Les opérateurs sont : or (disjonction), and (conjonction) et not (négation)
L'opérateur == permet de tester si deux références contiennent les mêmes valeurs en renvoyant un booléen.

[bookmark: _Hlk120544006]Exercice 4. Écrivez l'équation de la sortie s de l’exercice 1 en Python.
________________________________________________________________________________________________________
Synthèse des activités (TP + Cours, TD)

			Circuit à réaliser 
						Logigramme				Simulation (TP découverte)
											Analyse d’un circuit existant (EX1, EX3)
											Conception (Ex2)


			Table de vérité					Équation logique

	Conception


À retenir							
Les circuits d’un ordinateur sont fabriqués à partir de portes logiques élémentaires, elles-mêmes construites à partir de transistors où les valeurs booléennes 0 et 1 sont matérialisées par des tensions électriques. Les portes logiques permettent de construire des fonctions booléennes arbitraires, telles que les décodeurs ou les additionneurs. Le langage Python permet d’appliquer des opérations bit à bit sur la représentation en base 2 des entiers.





Annexe

[image: ]


La table de vérité de l’exercice 1 est donnée ci-contre.





Objectifs : établir l’équation logique d’une fonction à partir de sa table de vérité et simplifier cette équation.

a. Établissez l’équation de s=f(a,b,c,d) sous la forme d’une somme de produits.
________________________________________________________________

b. Simplifiez l’équation de s en utilisant les propriétés  et  de l’algèbre de Boole.
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
______________________________________________________________________________________________
______________________________________________________________________________________________
______________________________________________________________________________________________
______________________________________________________________________________________________

[image: ]
Maurice Karnaugh
1924-2022

	[image: Ampoule et engrenage avec un remplissage uni]
	Une autre méthode de simplification peut être employée lorsque le nombre de variables est inférieur ou égal à cinq : la table de Karnaugh.



Méthode
1. Remplir la table de Karnaugh
2. Regrouper les 1 ou les 0 adjacents par puissance de 2
3. Conserver le produit logique des variables qui ne change pas d’état dans un regroupement
4. La variable cherchée est égale à la somme des produits logiques

	Exemple : simplification de l’équation ci-dessus à l’aide d’une table de Karnaugh
c. 
	s
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	



____s =__________________________________________________________________________________
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